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Equacao do Plano

*Dados trés pontos distintos nao colineares A, B, C, existe e é Unico o plano que os contém.
*Um plano fica determinado por esses trés pontos.
*E equivalente a um ponto e dois vetores linearmente independentes (nao nulos e nao

paralelos.
*Em coordenadas cartesianas A=(x,,Y,,2,) € um conjunto {v,,v,} linearmente independente,

onde: v,=(I,m,n) e V,=(l,,m,n,)
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*Equacao vetorial de um Plano:

Estabelecendo-se um ponto X qualquer , no espacgo, que pertenc¢a ao plano .
Os vetores (X-A), V. e v, sao coplanares e o conjunto {(X-A),% ,v} é linearmente
dependente, ou seja um dos vetores é combinacao linear dos outros dois.

(X_A):Zivl+ﬂ’2v2 /’ll,/IZER
X=A+AVv,+ 4V,

A medida que A, e A, assumem diferentes valores, o ponto X, da extremidade do
vetor X-A, percorre todo o plano.
Exemplo:

A equacao vetorial do plano que contém o ponto A=(1,2,1) e os

vetores v,=(1,-4,5) e v,=(2,1,3) é:

m X =(1,2,1) + Ay(1,-4,5) + A,(2,1,3); Ak, €R
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*Equacgdes Paramétrica do Plano:

Estas equacdes sdo obtidas a partir da equagdo vetorial X = A + A,v; + A,v,; A A,
€ R, escrevendo-se o vetores em coordenadas cartesianas:

(X,y,Z) = (XOIVOIZO) + }\‘1(|11m11n1) + }\“Z(IZImZInZ); 7\‘117\‘2 e R

X=X+ Aly + A0
Z2=12y+ AN+ AN,

*Equacgoes Geral de um Plano:

Outra forma de expressar a dependéncia linear do conjunto de vetores {(X-A),
v, V,} é através do determinante formado pelas coordenadas dos mesmos que

é nulo.
X=X, Y-V, Z-2, Desenl/olvendo o determinante obteirT\-se a
equacao ax+by+cz+d=0 onde os coeficientes
|1 m, n |= 0 a3, b, ¢, n3o simultaneamente nulos, uma vez
|2 m, n, que o conjunto de vetores {v,v,}, por

hipotese é linearmente independente.



— = A equacao geral do plano é: 4x-7y-5z-19=0

*Casos Particulares da Equa¢des Geral de um Plano:

1" CASO:
d=0=a0:ax+by+cz=0.

A origem O = (0,0,0) verifica a equagao

do plano. Logo, a origem do sistema de
coordenadas cartesianas pertence ao
plano, conforme ilustra a figura ao lado.
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O plano a ¢é paralelo ao plano
coordenado xOz, conforme ilustra a
figura ao lado.

3’ CASO:

f:l=l‘.ll;l:1=E}=:~::=-E
c
O plano a ¢é paralelo ao plano

coordenado xOy, conforme ilustra a
figura ao lado.




4’ CASO:

b=0;c=0=>x=—-g-

a

O plano a ¢é paralelo ao plano
coordenado yOz, conforme ilustra a

figura ao lado.

-

5 CASO:
a=0=>by+cz+d=0

Na equagao do plano A ndo comparece
a variavel X, ele é paralelo ao eixo das
abscissas, conforme ilustra a figura ao

lado.




6 CASO:
b=0=ax+cz+d=0

Na equacgdo do plano O nao comparece
a variavel y, ele é paralelo ao eixo das

ordenadas, conforme ilustra a figura ao
lado.

7' CASO
c=0=>ax+by+d=0

Na equagdo do plano O nao comparece

a variavel z, ele é paralelo ao eixo das
cotas, conforme ilustra a figura ao lado.
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8 CASO
abcd # 0

Neste caso O €& um plano qualquer,
interceptando os trés eixos coordenados,
sem nenhuma particularidade, conforme
ilustra a figura ao lado.
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*Vetor normal a um plano:

Dado um plano o e sua equacao geral ax+by+cz+d=0, onde a, b, c e d sdo numeros
reais nao simultaneamete nulos, um vetor normal ao plano o é ortogonal a todos
os vetores paralelos a este plano.

W
A
Como A=(X,,Y,,2,) € X=(x,y,z) pertencem a a, entao:
------- A:I——b-;{ (X-A)=(x-Xq,Y-Y0,2-Z,) € axy+byy+czy+d=0

Provando que w_=(a,b,c) é normal a a.

Subtraindo-se a s equagdes ax+by+cz+d=0 e ax,+by,+cz,+d=0 obtém-se:
a(x-x,)+b(y-yy)+c(z-z,)=0 Isto corresponde ao produto escalar W .(X-A)=0
Exemplo: Um vetor normal ao plano a: 2x+y-3z+1=0 é W _=(2,1,-3)

Observacao:
Dado o plano a pela sua equagao vetorial X=A+A,v;+A,V,; A;,A, € R, 0 vetor
VxV, também é normal ao plano a. e paraleloa W,,.
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Feixe de Planos

Definicao: Um feixe de planos de um eixo r é o conjunto de todos os planos
qgue contém a reta r.

Dadas as equacgoOes gerais dos planos:
o: a;x+b,y+c,z+d; =0
B: a,x+b,y+c,z+d, =0

. Constroi-se a equacao:

r : m(a,x+b,y+c,z+d,)+n(a,x+b,y+c,z+d,) onde m,n ¢ R

(ma;+na,)x+(mb,+nb,)y+(mc,+nc,)z+(md;+nd,)=0

Representa a familia de planos (feixe) de eixo r
Determinando-se valores para m e n nao simultaneamente nulos, obtém-se um

plano de contém aretar.
O vetor normal de qualquer plano do feixe é:

W=(ma,+na,,mb,+nb,,mc,+nc,)=m(a,,b,,c,)+n(a,,b,,c,)

O Vetor da reta r é: u= (a,,b,,c,) x (a,,b,,c,)
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W=(ma,+na,,mb,+nb,,mc;+nc,)=m(a,,b;,c,)+n(a,,b,,c,)
u=(ay,by,¢1) x (a5,b,,¢;)

u.W={[(a,;,b,,c,) x (a,,b,,c,)] . [m(a,,by,c,)+n(a,,b,,c,)] =
[(a;,by,c;) X (35,b,,¢5)] - m(ay,by,cq)+[(ag,by,cq) X (a5,b,,65)] - nlay,b,,c,)=0

Portanto conclui-se que u é ortogonal a W. No caso particular em que m=0 ou
n=0, obtém-se as equag¢des dos planos a e 3 respectivamente.

Supondo m#0 (excluindo o plano 3 do feixe) obtém-se:
(a1x+b1y+clz+dl)+%(a2x+b2y+czz+d2) =0
Chamando : h=""
m
A equacao do feixe dos planos pode ser escrita:
(ax+byy+cz+d,)+h(a,x+b,y+c,z+d,)=0

Quando h assume valores reais diversos a equacao fornece todos os planos do
feixe exceto 3.



IV.

A reta esta contida no plano e

A reta é paralela ao plano At

Reta e plano concorrentes e nao perpendiculares

Reta é perpendicular ao Plano
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rTaYu.W_=0 e A € a, onde W _=(a,b,c) é um vetor normal ao plano a.

Exemplo: Sejam
aretar:X=(1,2,1)+A(1,1,1); LER
e 0 pano o x+y-2z-1=0.

u=(1,1,1)
W(x=(1l 11-2)

u . W_ = 0 substituindo-se A=(1,2,1) na equagdo do plano verifica-se que o
mesmo satisfaz a equacao do plano e portanto a reta r pertence ao plano a.



r//oYuW =0 e A G/a, onde W _=(a,b,c) é um vetor normal ao plano o.

Exemplo: Sejam
aretar:X=(1,2,1)+A(1,1,1); LER
e 0 pano a: x+y-2z+3=0.

u=(1,1,1)
W(x=(1l 11-2)

u . W_ = 0 substituindo-se A=(1,2,1) na equagdo do plano verifica-se que o
mesmo nao satisfaz a equacao do plano e portanto a reta r pertence ao plano
o, sendo paralela ao mesmo.
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Ill. Reta e plano concorrentes e ndo perpendiculares

Neste caso u e W, ndo sao ortogonais.

Portanto u.W_z=0.

Se a reta fosse perpendicular ao plano, entdo o conjunto de vetores {u,W,}
seria linearmente dependente, e existiria m € R tal que u=m W,,.

Se a reta ndo é perpendicular ao plano entdo {uW,} ¢é linearmente
independente. E ha a interseccdo entre a reta e o plano em um Unico ponto T.

Exemplo: Sejam

aretar: X=(1,-1,3)+A(1,1,1); AER

e 0 pano o x+2y+z-1=0.

u.W_ =4 areta ndo é paralela ao plano

{u,W_} é linearmente independente , logo a reta ndo é perpendicular ao plano.
Portanto reta e plano sao concorrentes e nao perpendiculares. Existe um Unico
ponto de intersecgao T.



Se a reta é perpendicular ao plano (u//Wa) entdo {u,W_} é linearmente dependente.
Existe um m € R tal que u=m W,. Neste caso u.W_z0. O ponto T é a interseccao
entre reta e plano.

Exemplo: Sejam

aretar: X=(2,1,3)+A(2,4,-2); ,ER

e 0 pano o x+2y-z=0.

W, =(1,2,-1). W_=1/2u. Portanto {u,W_} sdo linearmente dependentes.
Consequentemente a reta r é paralela ao plano a.






